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Incorpora3ng (simply) Heterogeneity 
Network‐based analy3cal approaches incorporate: 

•  The degree distribu3on: percola3on theory (Newman) , PGF‐based 
differen3al equa3ons (Volz). 
•  The local contact structure (clustering) : pair approxima3on methods 
(Keeling).   
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Phenomenological approaches to compartmental models: 

Power rela3onship 

βSpIq

Modify the density 
of contacts 

Nega3ve binomial 

kS ln(1 + β
I

k
)

Small k corresponds to highly 
clustered infec3on 

βSI



Time series analysis 

Caveats: 
• Contact structure is 
unknown 
• Reduced parameter 
space  

• Contact pa\erns depend on: 
social structure, age, spa3al 
structure etc 
• Many other sources of 
heterogenei3es  

In prac3ce sta3s3cians 
use phenomenological 
transmission func3ons 

βSpIq



Time series analysis 

Time series analysis proposes to es3mate several epidemiological relevant quan33es 
Public health policies like vaccine strategies depend on these es3mates 

DO PHENOMENOLOGICAL FUNCTIONS ALLOW FOR ACCURATE PARAMETER 
INFERENCE IN TIME SERIES ANALYSIS ?   



Comparison with simula3ons on 
networks (Roy & Pascual, 2006) 

• On ladce, small‐world and random networks the SpIq func3on can fit the 3me series 
• What about other networks (exponen3al, scale‐free)? 

• The authors do not really fit the 3me series but instead the transmission rate 
“observed” in the output of the stochas3c simula3on (not available in prac3ce).  



Networks: degree distribu3on 

Poisson: [1 ‐ 24] & σ2 = 10 

1.  Mean degree = 10 
2.  Popula3on size = 10 000 
3.  Undirected 
4.  Simple (no loop nor mul3ple 

edges between two nodes) 
5.  Connected 

Exponen3al: [1 ‐ 96] & σ2 = 100 

Small‐World: [8 ‐ 13] & σ2 = 0.2 
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Networks: clustering 

Exponen3al and Poisson 
Increase clustering & keep the 

same degree distribu3on 
(ClustRNet) 

School and household transmission play a key role for influenza 

1.  Small‐World: 0.34 / 0.62 / 0.66 (ladce)  
2.  Exponen3al: 10‐3 / 0.1 / 0.2 / 0.36   
3.  Poisson: 10‐3 / 0.1 / 0.2 / 0.59 

Small‐World  
Decrease clustering by increasing the 

rewiring probability 



Epidemiological parameters 

R0: the expected number of secondary cases produced by an infected individual in 
a totally suscep3ble popula3on 

R0 =
β

ν
= β × IP

β is the effec3ve contact rate per 3me unit 
IP is the infec3ous period 
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R0: the expected number of secondary cases produced by an infected individual in 
a totally suscep3ble popula3on 

R0 =
r

r + ν
(n− 1 +

σ2

n
)

Network‐dependent parameters: 

•  n: mean of the degree distribu3on 
•  σ2: variance of the degree distribu3on  
(Exponen3al > Poisson > Small‐World ) 

Disease‐dependent parameters: 

•  r : transmission probability per 
contact per 3me unit 
•  ν : 1/Infec3ous Period (IP) 
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a totally suscep3ble popula3on 

R0 =
r
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Network‐dependent parameters: 

•  n: mean of the degree distribu3on 
•  σ2: variance of the degree distribu3on  
(Exponen3al > Poisson > Small‐World ) 

Network comparison: 
1.  Same r & IP but ≠R0  ☐  
2.  Same R0 & IP but ≠r  "

R0 is the main es3mated parameter 
whereas r is unknown 

Disease‐dependent parameters: 

•  r : transmission probability per 
contact per 3me unit 
•  ν : 1/Infec3ous Period (IP) 



Networks comparison 

0 50 100 150

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

time (days)

In
c
id

e
n
c
e

Mean traj.

10 single traj.

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000
In

c
id

e
n
c
e

Mean traj.

10 single traj.

Mean traj.

10 single traj.

Mean traj.

10 single traj.

0 50 100 150

time (days)

Mean traj.

10 single traj.

0 50 100 150

time (days)

Mean traj.

10 single traj.

Poisson  Exponen3al  Small‐World 

R0= 1.7 
IP = 3 

R0= 3.2 
IP = 5.5 
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Networks comparison 
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Real condi3ons for 3me series analysis 

Incidence 3me series are weekly aggregated for influenza 

Incidence is only par3ally reported in the data 

We use a sta3s3cal framework for parameter inference:  
the Maximum likelihood via Iterated Filtering algorithm (Ionides, 2006) 

Perfectly suited to non‐linear stochas3c compartmental models 
Allow to explore the likelihood surface  



Simulated data set 

“True” incidence  Data set 
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Real condi3ons for 3me series analysis 

Stochas3c compartmental model implemented by an Euler mul3nomial scheme 
with 3me step δt (tends to a con3nuous 3me Markov chain) 

•  For our simple SIR model:  

•  Only one exponent on the number of infec3ous individuals 
•  δt << dura3on of infec3osity ( 2 < IP < 7 days for influenza): δt = 6 hrs 
•  β is the effec3ve contact rate per 3me unit: β = R0ν 

p1 = 1− exp(−β
Iα

N
δt) p2 = 1− exp(−νδt)

Recovery(t, t + δt) ! Binomial(I, p2)

Incidence(t, t + δt) ! Binomial(S, p1)



6 dimensional space 

• 2 epidemiological parameters: R0 & IP 
• 1 heterogeneity parameter: α   
• 1 observa3on parameter: ρ (repor3ng rate) 
• 2 ini3al condi3ons: S0 & I0 

What do we es3mate? 

The likelihood surface is thus 6 dimensional 
How to explore it?  

Is there a global maximum? Is it flat or sharp?  



Exploring the likelihood surface 
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Maximum 
Likelihood 
Es3mate 

Exploring the likelihood surface 
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Es3mate 

Exploring the likelihood surface 
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Maximum 
Likelihood 
Es3mate 

Exploring the likelihood surface 
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Profile: find the global maximum of 
the likelihood surface 

Poisson network, low R0 
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Profile: find the global maximum of 
the likelihood surface 

Poisson network, low R0 
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R0, IP, ρ, I0 & S0 are es3mated for each trajectory and each fixed value of α   
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Results 

Network 
Maximum 
Likelihood  
Es5mate: α  

“True” 
parameters 

well 
es5mated 

Mass‐Ac5on 

Poisson 
(low R0)  

1.05 
[0.99 – 1.10] 

R0, IP, ρ  R0, IP, ρ 

Exponen3al 
(low R0) 

1.02 
[0.95 – 1.07] 

R0, IP  R0, IP, I0 

Poisson 
(high R0)  

1.04  
[0.99 – 1.05] 

ρ, I0  R0, ρ, I0 

Exponen3al 
(high R0) 

0.97 
[0.93 – 1.01] 

R0, I0  I0 

Small‐World 
(high R0) 

1.07 
[1.00 – 1.08]  ✗  ✗ 



Exponen3al network (low R0) 

Both R0 and IP are well es3mated 
The repor3ng rate of the 

observa3on process is well under 
the “true” value (0.35 vs 0.7)   

20 40 60 80

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

time

In
c
id

e
n

c
e

Mean data set

10 data set

Fit (1 traj.)

20 40 60 80

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

time

O
b

s
e

rv
a

ti
o

n

Mean data set

10 data set

Pred (1 traj.)

!
!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!
!

!
!
!

!!

!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!
!

!
!
!
!!

!
!!

!
!
!!!

!!!!!!!!!!
!!!!

!!!!!
!!
!!!!

!!!!!!!

!

!
!

!!

!!

!
!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!

!

!

!!
!
!!

!
!
!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!
!

!

!!
!
!
!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!

!

!
!!

!
!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!
!

!
!
!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!! !

!

!
!!

!

!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!

!

!

!
!!!

!!!!!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!

!

!

!

!!
!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!
!!!!!!!!!!!!

!!!

!

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

!

"

0.309842

0.466812

0.302498

0.516555

0.302759

0.490828

0.7

True value

Mass Action

Data

Fit (95% IC)



Small‐World network (high R0) 

Surprisingly, all the parameters 
are badly es3mated 

The R0 is well under the “true” 
value (1.1 vs 3.2) 

Mass‐ac3on also fails 
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Conclusion 

Sta3s3cal framework to test whether simple models are reliable in a realis3c context of 
parameter inference via 3me series analysis: 

•  For small R0 ≈ 1.5 the mass‐ac3on law allows to accurate es3mates for all networks 
tested 
•  For higher R0, parameter inference is poorly reliable and α is not very helpful 
•  For exponen3al networks, epidemiological parameters can accurately be es3mated 
but the resul3ng dynamics is false 
•  If the real contact structure of influenza transmission is small‐world we are 
underes3ma3ng the R0 even if the fit is very good 

Ongoing work: 

•  Random networks with higher clustering 
•  Effect of the mean contact degree 
•  Inference with other phenomenological func3ons 
• Dynamic networks 



If ω follows a 
Gamma(k,ν) distribu3on 

Mechanistic derivation via the theory of 
heterogeneous populations (Novozhilov) 

Separable mixing (≠ sta3c network): 
n(t,ω) denotes the density of individuals in the popula3on, which 
are making ω contacts in average. Each individual can be contacted 
by another individual propor3onally to their average number of 

contacts. 

d

dt
I(t) = rh(S)

[
1− h(S)

K

]

∂

∂t
i(t, ω) = rωs(t, ω)

∫
Ω ωi(t, ω)dω∫
Ω ωn0(ω)dω

h(S) =
kS

ν

[ S

S0

]1/k
The exponent (p=1+1/k) range from 1 

(mass ac3on) to 2 (exponen3al 
distribu3on) but usually es3mates are 

below 1   



Disease spread on Networks 

Stochas3c simultaneous SIR:  
•  At t=0, S(0)=9999 and I(0)=1 

(chosen randomly) 
•  While t<t_end 

1.  For each s in S: 
a)  ni: infec3ous neighbor 
b)  s becomes infected 

with probability: 
p=1‐exp(‐rniδt) 

c)  If s ‐> I, he remains 
infec3ous un3l: 
T=t+IP (IP=Exp(ν)) 

2.  For each i in I: 
a)  If t>T: recover 

3.  t=t+δt  
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Poisson network, low R0: good local maximum near α ≈ 1 

Slice: is there a “good” local maximum 
near the “true” parameter set? 

R0, IP, ρ, I0 & S0 are fixed to the values used to obtain the data set  slice on α   
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Slice: is there a “good” local maximum 
near the “true” parameter set? 

Small‐World network 
High R0 
α ≈ 0.9 
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Exponen3al network, low R0 
2 local maxima: 

α ≈ 0.95  &  α ≈ 1.05 

✗ 

Slice: is there a “good” local maximum 
near the “true” parameter set? 
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Summary: slice 

For the Poisson and Small‐World networks there is a “good” local maximum for both 
low and high R0 near the “true” parameter set: 

•  For Poisson network, α ≈ 1 (homogeneous mixing) 
• For Small‐World network, α < 1 (as in Roy & Pascual’s study) 

BUT IS IT THE GLOBAL MAXIMUM OF THE LIKELIHOOD SURFACE ? 

For the Exponen3al network there is no “good” local maximum maximum for neither 
low and high R0 near the “true” parameter set 

  WHERE IS THE GLOBAL MAXIMUM ? IS IT FAR FROM THE “TRUE” PARAMETER SET ?  



Results 

Network  Slice: α  
Good 

Local Max ? 

Maximum 
Likelihood  
Es5mate: α  

“True” 
parameters 
recovered 

Mass‐Ac5on 

Poisson 
(low R0)  

1.007  ✔  1.05 
[0.99 – 1.10] 

R0, IP, ρ  R0, IP, ρ 

Exponen3al 
(low R0) 

0.95 & 1.05  ✗  1.02 
[0.95 – 1.07] 

R0, IP  R0, IP, I0 

Poisson 
(high R0)  

1.027  ✔  1.04  
[0.99 – 1.05] 

ρ, I0  R0, ρ, I0 

Exponen3al 
(high R0) 

1.01  ✗  0.97 
[0.93 – 1.01] 

R0, I0  I0 

Small‐World 
(high R0) 

0.9  ✔  1.07 
[1.00 – 1.08]  ✗  ✗ 



appendix: small world 0.1 
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appendix (1) 

• We apply a geometric correc3on for the  
dura3on of infec3osity:  T =

δt

1− exp(−νδt)


